Outils de base
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Pré requis

Connaitre les ensembles de nombres et leurs techniques opératoires

L'ensemble des entiers naturels N (pour compter les choses ou les étres qu'on trouve dans la nature)
L'ensemble des entiers relatifs Z (pour évaluer des quantités entiéres qui peuvent varier autour de zéro)
L'ensemble des rationnels Q (les fractions positives et négatives pour mesurer des quantités non-entieres)

L'ensemble des décimaux D (nombres a virgule ou fractions dont le dénominateur est une puissance de 10)
L'ensemble des réels R ('ensemble de tous les nombres rationnels ou irrationnels comme  ou V2 )

Savoir, ajouter, soustraire, multiplier, diviser, et calculer les puissances de tous ces nombres.

Savoir distinguer parmi les expressions algébriques, les sommes, produits ou quotients.

Une somme de termes Un produit ou un quotient de facteurs
2x+ 3 a+b — a=2x, b=3 3x ab —a=3, b=x
X=Yy a+b — a=x, b=-y ax’ ab —a=a, b=x*
25 + (x+3)(4x+7) a+b — a=2x% , b=(x+3)(4x+7) 7(3x+2) ab —a=7, b=3x+2
2x+3  3x ath — a=23 p= (3x+4)x ab —a=3x+4 , b =x
5t 5 7 -(5x+3)(x+4) ab —a= —(5x+3), b=x+4
3x Z 5a=3x,b=7
7 b
5x+7 a _ _
> ~— a =5x+7, b=2y

Connaitre les termes et les techniques de calcul des expressions littérales
Les techniques de développement (a+b)(c+d) = a(c+d) +b(c+d) =ac + ad + bc + bd
Les techniques de réduction 3x +5x° + 7 — 3 + 4x —x® =(5x* —x°) +(3x+4x) +(7-3) = 4x* +7x +4

Les techniques de factorisation 6ax + 8xy + 2zx° = 2x(3a +4y +22x%)
4ax+4bx +3ay +3by = 4x(a+b) + 3y(at+b) = (a+b)(4x+3y)

Connaitre les techniques de transformation des équations ou inéquations
Deux équations ou inéquations sont équivalentes quand elles ont la méme solution.

egalité | Egalité équivalente | Inégalité | Inégalité équivalente
Ajout d'un méme nombre aux deux membres A+k = B+k A+k< B+k
Soustraction d'un méme nombre aux deux membres A -k =B -k A-k < B—k
Multiplication des 2 membres par un nombre positif A.p=Bp Ap<B.p
Multiplication des 2 membres par un nombre négatif A=B A.n=B.n A<B A.n>B.n
Division des 2 membres par un nombre positif Alp = Blp Ap<B.p
Division des 2 membres par un nombre négatif A/n =B/n A/n > B/n

Remarque: quand on multiplie ou divise les 2 membres d'une inéquation par un nombre négatif, pour obtenir une
inéquation équivalente, il faut changer le sens de l'inégalité. < devient > et > devient <.

Equations et inéquations dont le second membre est nul et le premier membre un
produit ou un quotient de facteurs du premier degré.

Exploitation de la propriété "A.B = 0 si et seulement si A=0 ou B=0".
(x+2)2:9 devient (x+2)2— 9=0 On factorise (x+2—-3)(x+2+3) =0 d'ou (x—1)(x+5)=0 solution {1 , -5}
Exploitation de la propriété "le signe de A.B dépend de la combinaison des signes de A et de B"”
(x+1)° > 4 transformé en (x+1)°— 4 >0 ou (x+1-2)(x+1+2) >0 ou  (x=1)(x+3) >0

X —o0 -3 1 +oo | Une fois obtenue la forme A.B > 0 ou A.B <0

X—1 — | — 0 + On compare les signes de A et B en fonction de x dans un tableau.

X3 — 0+ | T Ici on compare les signes de (x-1) et (x+3) en fonction de x.

~1)(x3) o0 - o0 =+ Solution: (x—1)(x+3)>0 pour X € ]-o0 ; =3[ U ] 1; +oo]

X —© -3 1 +o Pour étudier le signe d'un quotient, ici i—;; on procéde de la méme facon
X1 - 1 -0 = mais on précise que la fraction n'est pas définie quand le dénominateur
X+31 -0 + | = est nul. Si son numérateur est nul, la fraction est nulle.

x- 2 + - 0 + Ici pour que la fraction existe il faut que x soit difféerent de —3.

X+




Equations et inéquations du premier degré a une inconnue

Techniques de résolution des équations et inéquations du premier degré.

éguations
étape 1
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Si ces liens ne fonctionnent pas (Edge) retrouvez ces animations dans le menu principal Lycée.

On peut toujours transformer une équation du premier degré en I'un des 2 types suivants
Type 1. Somme de termes = somme de termes (ax+b =cx + d)
Ou

ax c
Type 2. Produit ou quotient de facteurs = produit ou quotient de facteurs (7 = E)'

Par exemple
On peut réduire les membres au méme dénominateur puis supprimer ce dénominateur

3x+7_x+1d . t3(3x+7)_ 2x +3(2) Ox+21=2x+6 _
7 =3 evien 32 3 3 ou9x =2x (somme = somme)
On peut mettre I'équation "en ligne" en faisant le produit en croix.
2x+7 2

ir_2-3 d'ou3(2x+7)=2(4x—2)oubx + 21 =8x — 4 (somme = somme)
On peut développer les produits pour obtenir des sommes

2x+7)(x +2) = (x + 1)(2x) devient 2x* + 9x + 14 = 2x? + 2x (les x? s'éliminent) (somme = somme)

On peut aussi transformer une inéquation du premier degré en I'un des 2 types suivants
Type 1. Somme de termes < somme de termes (ax+ b < cx +d)
Ou

ax c
Type 2. Produit ou quotient de facteurs > produit ou quotient de facteurs (7 > E)'

Mais attention !

Quand on multiplie ou divise une inéquation par un nombre négatif on doit changer le sens de
I'inéquation.

Donc quand on multiplie ou divise une inéquation par une expression en x comme (2x+3) on doit
discuter du signe de cette expression et si elle est négative changer le sens de l'inéguation

Pour "mettre en ligne" i—: < % on doit discuter du signe de x+1.

Si x+1 est positif autrement dit si x > —1 l'inéquation devient (x+3)5 < 4(x+1) ou 5x +15 < 4x +4
Si x+1 est négatif autrement dit si x<—1 l'inéquation devient (x+3)5 > 4(x+1) ou 5x+15 > 4x+4
On doit ensuite discuter de la compatibilité de la solution trouvée avec la condition préalable.

Par exemple si x est < —1 et qu'on trouve comme solution x>-3 on rejette toute solution ou x >-1.
Reste S=]-3;-1].


equation1.html
equation2.html
inequations.html

Systémes d'équations a n inconnues

Méthode dite "de substitution”

8 Dans une équation par exemple el on peut toujours calculer par exemple x = f(y,z) (x en fonction de y et z)
YA Si on remplace x par sa valeur dans e2 et e3 ces 2 équations ne contiennent que des y et z.

ef Ensuite dans (par exemple) e2 on calcule y =f(z) (y en fonction de z)

“8% On remplace y par sa valeur dans e3 et on obtient une équation a une seule variable z. On calcule z.

¥ On reporte sa valeur dans e2 ce qui permet de calculer y.

f Puis on reporte les valeurs de y et z dans el ce qui permet de calculer x.

3x+2y+z=10 el

X+3y-2z=1 e2

-5x + 2y +2z2=5 e3

On choisit la variable la plus facile a isoler dans n'importe quelle égquation et on la reporte dans les 2 autres.
Ici commencons par calculer z=f(x,y) dansel — z=10-3x -2y el

Reportons cette valeur dans e2 et €3

X+3y-2(10-3x-2y)=1 —>7x+7y=21 ou X+y=3 e2
—5x +2y +2(10 = 3x -2y) =5 — -11x-2y=-150u 11x +2y =15 e3
Dans e2 calculons par exemple y =f(x) —» y = 3 —x e2
Reportons cette valeur dans e3

11X +2(3—x)=15—->9x =9 oux =1 e3
Remontons x dans e2

l1+y=3douy=2 e2
Remontons x et y dans el

Z=10-3(1)-2(2)=3 7z=3 el

Méthode dite "de combinaison”

Elle consiste a éliminer successivement les variables par combinaison des équations
X+2y+z=10 el

X+3y-2z=1 e2

-5X + 2y +22=5 e3

on fait en sorte que par exemple x ait le méme coefficient au signe prés dans les 3 équations.

Pour cela il faut éventuellement multiplier (ou diviser) chaque équation par un nombre.

Par exemple si on veut que x ait le méme coefficient (leur PPCM au signe prés) dans nos 3 équations

5foisel —»5(3x+2y+z=10) — 15x +10y +5z = 50 el
15foise2 — 15(x + 3y -2z =1) — 15x +45y -30z = 15 e2
3 fois €3 — 3(-5x + 2y +2z2 = 5) — —15x +6y +6z =15 e3

Ensuite on choisit une équation comme pivot (par exemple e2) et en lui soustrayant ou en lui ajoutant
successivement les deux autres on élimine x .
Choisissons e2 (qui a les plus gros coefficients) comme pivot

e2 — el donne 35y - 35z =-35 ou y—-z=-1 ed

e2 + e3 donne 51y —24z = 30 ou 17y -8z =10 e5

Ensuite on combine e4 et e5 pour éliminer par exemple y et on trouve la valeur de z

On aligne les coefficients de y dans e4 et e5 17y -8z2=10 e5
17 foised - 17(y—-z=-1) —» 17y -17z=-17 ed

On combine pour éliminery : e4 —e5 donne -9z = -27 dou z=3

%3 On remonte la valeur de z dans e4 pour trouvery — y—-3=-1 dou y=2

8] On remonte les valeurs de z et de y dans le pivot e2 pour trouver X +6—-6=1 dou x=1

Remarques:

ﬂ On simplifie immédiatement les équations dont tous les coefficients sont des multiples d’'un méme entier
12x+6y+9z=15 (que des multiples de 3) — (on simplifie par 3) 4x+2y+3z=5

E Quand on multiplie ou divise les 2 membres d'une équation par un méme nombre

Quand on ajoute ou soustrait un méme nombre aux 2 membres d'une équation

Quand on manipule une équation en faisant passer des termes ou des facteurs d'un membre dans l'autre en utilisant les

regles d'usage (par exemple 3x+2y+z=10 — z=10-3x-2y)

— On obtient une équation équivalente qu'on continue a appeler par son nom (el reste el)

a Quand on combine 2 équations pour en obtenir une 3%, on obtient une équation compatible mais pas équivalente.

— Donc elle change de nom (en faisant e2 + e3 on obtient par exemple e4).

ﬂ Choisir judicieusement la méthode a employer ou I'équation a partir de laquelle on évalue une variable en fonction
des 2 autres (substitution) ou I'équation qui va nous servir de pivot (combinaison) peut simplifier beaucoup les calculs.



Polynomes et équations du second degré a une inconnue.

Un polynéme du second degreé est une expression littérale de la forme ax?+bx+c ou a ,b, ¢ sont des nombres
réels. Par exemple 2x% —0,2x +§.

Factorisation canonique.

b
M on met a en facteur ax>+bx+c = a(x? X+ 2)

I b . . . . b . b
7] On considére x° +EX comme le début du développement d'un carré. ;X est le double produit ZEX.
2 .,b b2 b?

b2 c
—_ 4=

b b b
Donc X% +=X + = = (X+—)° — (X+-=)% =
a a 2a 2a

4a2 a
on pose b?>~4ac = A

b b%-4
Si A <0 alors (X+--)* — —Zac
2a 4a

Et comme ax+bx+c =ak le polyndme n'est jamais nul, quel que soit x il est du signe de a.
b%-4ac _ (ﬂ)z
4a2 ~  ‘2a

= k est strictement positif comme somme de 2 expressions positives

si A 2 0 on peut écrire que —

b VA . el .
ax*+bx+c = a[(x+£)2—(g)z] et on peut factoriser la différence de carrés

. L : ) b+VA b—VA
Le polynéme peut s'écrire comme un produit de facteurs du 1% degré ~ ax’+bx+c = a(x+ » )( x+ » )
. , _—b—A _—b+V/A . .
Le polynéme d'annule pour X= 0 et pour x= . ces nombres sont les racines du polynéme.
On va rapidement oublier les calculs qui préceédent pour ne retenir que ce qui sulit.
Soit un polynéme du second degré aX2+bX+C, on peut toujours calculer son discriminant A = b?>-4ac
Si A est négatif Si A est nul Si A est positif
Le polyndme n'a pas de racine Le polyndme a une racine dite double Le polyndme a 2 racines
T \_—b—VA w_—b+VA
X =- X'= et X'=——
2a 2a
On ne peut pas factoriser le polynéme On peut factoriser le polyn6me On peut factoriser le polynéme
ax+bx+c=a(x—x') ax’+bx+c=a(x—x")(x-x")
Quel que soit x le polynéme n'est Le polynéme est nul pour x=x". Le polyndme est nul pour x=x" et x=x".
jamais nul. Il est toujours Sinon il est du signe de a. Il est du signe de —a pour x entre X' et x"
du signe de a Il est du signe de a pour x extérieur aux
racines.

Résoudre une équation du second degré
3x%+2x+1 = 2x?-3X +7 — on transforme I'équation en X2+5X—6 = 0 les racines du polynéme sont les solutions.

Polynomes pour lesquels il est inutile de calculer le discriminant.

Polyndmes du type 3x” +8 ou —3x°— 8 Sommes de deux termes de méme signe. Jamais nul. Pas de racine. Pas de factorisation.
Polyndmes du type 3x°—8 ou —3x°+8. On les considére comme une différence de carré. Factorisation immédiate. 2 racines.
Polyndmes du type a(x” £ 2cx + ¢) On reconnait a(x+c)? ou a(x—c)>. Factorisation immédiate. Racine double.

Polynémes ax*+bx. On met ax (ou x) en facteur ax(x+§). Factorisation immédiate. x'=0, x"=— Z

Somme et produits des racines de ax?+bx+c (avec A >0).

1 n b
S=x"+x"=—=
c a
P=xX"==
a
Conséquence quand le polyndme a une racine évidente, 1 ou -1 on trouve facilement l'autre:
Si x'=1 alors x"=£ . Six'= -1 alors x"=—§
Exemple 3x*+4x—7. On remarque que 3+4-7 = 0 donc x'=1 est une racine évidente et x"=§ = —g
Si on divise ou on multiplie un polynédme par un nombre, on ne change pas ses racines.
. . b .
Or si on divise ax>+bx+c par a on trouve X2 +;X +§ . Autrement dit X*> =SX +P
Application: Trouver deux nombres aetbtelsquea + b =5etab =6.

a et b sont les racines de x> =5x +6, A= 1, VA =1 et donc a =% =3etb =% =2.




Inéquations du second degré

Elles sont de la forme 3X2+2x+1 < 2x2-3x +7

On regroupe tous les termes dans le premier membre : X?+5x—6 < 0
Et on sait étudier le signe d'un polynbme du second degré.
On calcule son discriminant A

S'il est négatif X2+5x—6 est toujours du signe de a (ici positif)

Sl est nul X?+5x—6 est du signe de a (positif) ou nul seulement quand x = — %(racine double)

S'il est positif, comme ici, on calcule les 2 racines (1 et —6) et

Soit on écrit X*+5x—6=(x—1)(x+6) et on étudie et on combine les signes des 2 facteurs dans un tableau.
Soit on dit que X2+5x—6 est du signe de —a (<0) sur [-6; 1] et du signe de a (>0) en dehors ]-co ;—6[U]1;+0oo[

Fractions rationnelles

On appelle "fraction rationnelle" une fraction de la forme QE -

On se bornera ici a I'étude des cas ou P(x) et Q(x) sont de degré inférieur ou égal a 2 ou peuvent étre transformés en un
produit de facteurs strictement de degré inférieur ou égal a 2.

-3 x+2  9x%-5x-4 (5x+2)(4-x) (x+3)(x-2)(2x+1)
5-x ' 2x+3’ 2x+3 ' x2+5x—6 ' (5x+3)(x+1)

ou P(x) et Q(x) sont des polynébmes en x.

2
Exemples : or (ici P(x) de degré 3 mais produit de facteurs de degré 1)

Ce qu'il faut savoir:
ﬂ On a généralement intérét a factoriser P(x) et Q(x) pour étudier une fraction rationnelle.

E ZE’? n'est pas définie pour les valeurs de x qui annulent Q(x). On commence par les chercher.
_ (5x+2)(4—x) _ _ (5x+2)(4—x) ., e _ _
reis (D6 n'est pas définie pour x=1 et x = — 6.

a Si P(x) et Q(x) comportent un facteur commun au numérateur et au dénominateur on ne peut simplifier la

fraction que si ce facteur n'est pas nul puisque s'il est nul, le dénominateur est nul et plx ; n'est pas définie.
(x+1)(x+2) _ x+2

— seulement si (x+1) est différent de 0 autrement dit, si x est différent de -1.
(x+1)(x+5) x+5

De méme si ggx; ’;g’? on n'a le droit d'écrire que P(X)S(x) = Q(X)R(x) que si Q(x)#0 et S(x)#0
E % = 0 si et seulement si P(x) =

x%-1 (x+1)(x 1)
x2-4  (x+2)(x-2)

= 0 si et seulement si (x+1)(x—1)=0 autrement dit si x= —1 ou x =+1.

P(x)

20 on étudie séparément les signes de P(x) et de Q(x) en fonction de x et on les

E Pour étudier le signe de ——

compare dans un tableau.

Il est souvent plus simple de factoriser tout ce qui peut I'étre et de comparer les signes de tous les facteurs
dans un tableau.

On n'oublie pas la double barre d'indétermination sous les valeurs de x qui annulent Q(x).

E Pour résoudre une inéquation du type (x) < k il faut étudier le signe de Q(x) pour savoir si I'on peut écrire

P(x) < k.Q(x) (cas ou Q(x) est positif) ou P(x) > k.Q(X) (cas ou Q(x) est négatif).
3x+1 . . , P

Exemple —5 < 2 La fraction rationnelle n'est pas définie pour x = —1.
Si x+1> 0 autrement dit x > =1 on a 3x+1 < 2(x+1) ou 3x+1 <2x+2 oux < 1
Comparons x > —1 et x <1. On en déduit que x € ]-1 ; 1 [ est une partie de la solution
Si x+1< 0 autrement dit x < =1 on a 3x+1 > 2(x+1) ou 3x+1 > 2x+2 ou x > 1
Comparons la condition x < —1 et la solution x > 1. Elles sont incompatibles.
En conclusion la solutionest x € ]-1 ;1 [



