OPERATIONS et STRUCTURES

Lois de composition interne, Groupes, Anneaux, ldéaux, Corps.

On appelle E X F, ensemble produit de E par F, 'ensemble des couples (a, b) tels acE et bEF.
A = Bselit « Aimplique B »

Loi de composition interne dans E :

application de E X E dans E

Exemplel addition dans Z

(+2,+3)=2> (+2) + (+ 3) =+5

(=2, +7) P (2)+(+7)=+5

Exemple 2 Opération modulo dans N*:

Opération qui a un couple d’entiers non nuls (a, b) fait correspondre le reste de la division entiere de a par b
14:3=4reste2dol 14 mod 3=2

Sia=bg+ravecr<q onécritamodb=r

Ce n’est pas une opération interne sur N car on ne peut pas diviser un nombre par O, ni sur N* car si b est un
diviseur de a, le reste de la division de a par b est 0 (= On sort de N*).

Loi de composition externe sur E :

application de Q X E dans E

Exemple : la multiplication d’un vecteur par scalaire
- -
Je multiplie un vecteur V par un scalaire par exemple 8 , je trouve 8 V qui est un vecteur .

Propriétés des lois de composition internes :

Dans ce qui suit @ et T sont des lois de composition interne quelconques qu’on peut lire respectivement
« loi » et « loi 2 » par exemple

Associativité :tout (a,b,c) EE? @ @b)@c=a@(b@®c)

Commutativité :tout (a,b) EE> a@b=b@®a

Distributivité a gauche de @ par rapporta t :tout (a,b,c) EE*: a@(btc)=(a@®b)t(a®c)
Distributivité a droite de @ par rapporta 1 : tout (a,b,c) EE*:(btc)@a=(b@®a)t(c @ a)

Une loi est distributive par rapport a une autre si elle est distributive a gauche et a droite

Elément neutre : touta € E a@e=e@a=a (DansR:e=0pour+ete=1pourle produit)

Symétrique : sipoura € E, ilexiste a! EEtelque a@a'=a'@a=e a’symétrique de a pour @
(Dans R, le symétrique de a pour + est 'opposé —a, dans R*, pour le produit c’est I'inverse de a (1/a))

a€E simplifiable pour @ sitout (b,c)=E E> a@b=a@c >b=c
et b@a=-c@®a>b=c



Quelques remarques et trucs utiles pour résoudre les problemes

Attention : tant qu’on n’a pas montré qu’une loi est commutative, on n’a pas le droit d’'inverser I'ordre des
éléments combinés par la loi

@ L'associativité nous permet de combiner trois opérandes en commengant par I'association soit des 2

derniers, soit des 2 premiers, mais le résultat de cette association doit rester a sa place.

Par exemplesia @ b = %alors (2@ b) @ c estéquivalenta [{ @ c en général différent de c @
Sib@c=[0alorsa@® (b @ c) est équivalent a a @ [® en général différent de @ ®a

Pour démontrer que la loi est associative il faut démontrer que ( ®c =20 )

Autrement ditque (@ c=a @ @ (Pordre dans lequel on écrit ces opérandes étant primordial)

@ Sila loi n'est pas dotée de propriétés particuliéres, tout ce qu’on peut faire, a partir d’'une égalité
A=Bcestdire(B)=(A)ou x@ (A)=x@ (B) ou (A) @ x = (B) @ x (c’est la méme opération qui figure
dans chaque membre) mais on ne peut pas, par exemple inverser I'ordre des opérandes ou les associer
autrement .

De (A) = (B) on ne peut pas déduire par exemple que x @ (A) = (B) @ x

Si la loi n’est pas simplifiable, on ne peut méme pas déduire de x @ (A ) = x @ (B) que A = B car il peut
exister

A#Btelquex @ (A)=x @ (B).

@ L’associativité, combinée a I'existence d’'un symétrique est souvent utilisée pour obtenir de nouvelles
égalités en vue de démontrer un résultat.

Par exemple trouver lavaleurde bsi a@ b=k

Onpeutécrirea’ @ (2@ b)=a' @ k (c'est toujours vrai)

Puis a'@®a) @b=a’@k (associativité) etdonc e @ b =a* @ k (symétrique)
Soit au final b =a! @ k ce qui revient a calculer b a partir de I'équation initiale.
De méme, on peut calculer a a partir de : puisque a @ b =k

(a@b)@b* = k@b (trivial)
a@ b@®btl)=k @b? (associativité)
a@(€e)=k@®@b?! (élément neutre)
etdonc a=k@b?

@ L’associativité, combinée a la commutativité et a I'existence d’un symétrique ouvre de nouvelles voies .
Par exemple (a @ b) @ a* peut étre modifitceen a @ (b @ a!) (associativité)
Puisen a @ (a' @ b) (commutativité) puisen (a @ a') @ b (associativité) puis en e @ b (symétrique) ce
gui donne finalement b

@ Enfin, si un élément a est simplifiable, et la loi associative, on peut par exemple déduire de
@®b)@c=-a@Kquea@®@b@®c)=a@®@Ketdoncqueb @ c=K.

la commutativité ou I'existence d’'un symétrique (et bien sir d’un élément neutre) nous ouvriraient d’autres
possibilités.

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne @ .
On dit que (E, @) est un groupe si et seulement si

La loi @ est associative dans E
La loi @ admet un élément neutre
Tout élément de E admet un symétrique pour @

Si de plus @ est commutative, on dit qu'on a affaire a un groupe commutatif
ou abélien




Important : Tout élément est simplifiable : a @ b = a @ ¢ impliqgue b = ¢
Quand on construit la table du groupe , tout élément figure une fois et une seule dans chaque ligne ou chaque
colonne sinon on auraita @ b = a @ c avec b différent de ¢

Par exemple dans C, I'ensemble E= {1,i,-1,—i} forme un groupe pour la multiplication..
La multiplication de 2 complexes est associative (ab)c = a(bc) , c’est aussi le cas si a, b, ¢ appartiennent a E.
1 est I'élément neutre de la multiplication a(1) = (1)a =a (1 appartienta E) .
Tout élément de E admet un symétrique dans E (son inverse). (1)(1) =1; (-1)(-1)=1;@@)(-i)=1; (-i)(i=1
La table du groupe pour la multiplication est la suivante
® 1 |i |-1]|-i
1 |21 |i |[-1|-i
i i -1|-i|1l
-1 |-1|—-i|1 |i
—i|—=i|1l |i -1

On remarque que tout élément figure une fois et une seule dans chaque ligne et chaque colonne. (Ce qui est
caractéristique d’'un groupe)

On remarque que chaque ligne est déduite de la précédente par une permutation simple (la case de rang n
prend le rang n-1)

Ce groupe est fini (seulement 4 éléments) et abélien (commutatif / table symétrique par rapport a la diagonale
principale) .

Du groupe E a un groupe d’isométries

Dans le plan des complexes, a toute multiplication d’'un nombre quelconque Z par un complexe donné K,
correspond une transformation du point d’affixe Z (composée d’'une rotation et d’'une homothétie de centre O).

En effet rappelons que si on écrit les nombres complexes sous leur forme (module, argument) on a
Z.K=(pz5 02.(px5 0k) = (oz pxs 0,1+ 0¢

Or ajouter 0« al'argument de Z revient a faire effectuer une rotation de centre O et d’angle 6 « au point
d’affixe Z .

Et multiplier le module de Z par o« revient a appliquer au point d’affixe Z une homothétie (similitude) de
centre O et de rapport o« .

Si le module de K est 1, comme c’est le cas pour les 4 nombres de E, la transformation en question se résout
a une rotation.

On peut donc associer la multiplication par 'un des nombres du groupe E a une isométrie particuliere du plan
des complexes.

Multiplication par 1 = identité (rotation de centre O d’angle 0° ou 360°)

Multiplication par —1 = symétrie de centre O (rotation de centre O et d’angle 180°)

Multiplication par i = Rotation de centre O et d’angle + 90°

Multiplication par —i = Rotation de centre O et d’angle —90°

Multiplier un nombre Z successivement par 2 de ces nombres revient a transformer le point d’affixe Z par la
composition des deux isométries correspondantes.

C’est donc que ces 4 isométries forment un groupe qu’on peut appeler H pour la composition de 2
transformations.

On va trouver que la composition de deux isométries parmi celles du groupe H donne une isométrie du
groupe H.

Que la composition est associative, que I'identité est I'élément neutre pour la composition, que chaque
isométrie admet une isométrie réciproque (un symétrique)



m

Soit E un ensemble muni d’une loi interne multiplicative (@) et d’'une loi interne additive (1)
On dit que (E, @,1) est un anneau si

(E, 1) est un groupe commutatif
@ est associative et distributive par rapport a £

Si de plus @ admet un élément neutre, il est noté 1 et 'anneau est dit unitaire.
Si de plus @ est commutative I'anneau est dit commutatif

Z, Q, R et C sont des anneaux mais pas N .

Dans un anneau on peut définir f @ g application produit de deux applications x = f @ g (x) = f(x) @ g(x)
et f ¥ g application somme de deux applications x =>f £ g (x) = f(x) ¥ g(x).

Idéal dans un anneau £

J est un idéal a gauche si

J est un sous groupe de (A, 1)
Toutx € Aettouty €J - x@y <]

Pour un idéal a droite il fauty @ x € J
Idéal a droite et a gauche = idéal bilatére
Si 'anneau est commutatif tout idéal est bilatére et on dit prosaiquement que c’est un idéal.

Soit K un ensemble muni d’une loi interne multiplicative (@) et d’une loi interne additive (1)
On dit que (K, @,1) est un corps si

(K, @,1) est un anneau
K* = K — {0} est stable pour la multiplication @
(K*, @) est un groupe dont I'élément neutre est noté 1.

Q, R, C sont des corps mais pas Z . (en général I'inverse d’'un nombre de Z n’appartient pas a Z)



