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Nous noterons | f(x) une primitive de f(x). Mais, dans le cadre de ce cours, de maniére implicite nous
considéererons que F(x) est une primitive de f(x), G(x) une primitive de g(x) etc ...
[ cos x = sin x + C et plus généralement [ f(x) = F(x) .



Techniques d'intégration

Changement de variable

Sous l'intégrale on peut avoir f(x)dx ou f(t)dt , ce qui équivaut a un simple changement de nom de la variable et
ne change pas la valeur de l'intégrale.

Mais si t et x sont des variables différentes, on ne sait pas calculer l'intégrale de f(x)dt ou de f(t)dx .

On a vu gu'entre une fonction et sa variable existe la relation df = f '(x).dx .

Donc si dans f je procede a un changement de variable, x est une fonction x(t) de t, et on a,

en tout point du domaine d’intégration dx =x’(t)dt et f(x) = g(t) ,

g(t) étant la fonction obtenue a partir de f par le changement de variable t = t(x).

En régle générale, dans f on remplace une expression en x par t, donc on ne définit pas x(t) mais plutét t(x) et il
faut commencer par calculer x(t) avant de pouvoir calculer x’(t)dt.

Mais attention aux bornes de l'intégrale : si, par exemple X varie initialement de a a b , t variera de t(a) a t(b)

. Finalement, ona:f f(x)dx ft ta@) g(t)x '(t)dt

1) Dans f, on fait un changement de variable f(x) = g(t).
2) on remplace dx par x'(t).dt .
3) on s’assure qu’on sait calculer la primitive de g(t).x'(t).

4) on remplace les bornes de l'intégration en x par les bornes de l'intégration en t et on procéde
au calcul

3
Exemple : soit a calculer szl (3X + 2)2 dx.
. x3 N . S 2
On sait que —~ est une primitive de x2. Mais quelle est la primitive de (3X+2)< ?

Essayons le changement de variable t = 3X+2 .

En appliquant dt=t'(x).dX il vient dt = 3 dX ou dx=dt/3 .

Et on pourra transformer (3X + 2)? en t? = g(t).

Sous lintégrale on aura donc [1/3 (t)2.dt qu'on transformera en 1/3 [ t2dit.

Et cette fois, on connait la primitive de t?
Mais attention si x varie de 1 a 3,t=3x+2varie de5al1l.0On obtient :

11 £31!
-—f t2dt = [ ] = - (113 - 53) que nous vous laissons le soin de calculer.



Intégration par partie (i.p.p)

La méthode découle du constat suivant : si u et v sont des fonctions de x, ona (U.V)' = U'vV + Vv'U .
On ne connait aucune primitive de f(x) mais on peut considérer f(x) comme un produit : f(x) = u'v ou f(x) =uv'.
Cela est toujours possible en décidant par exemple que f(x) =u et 1 = v' ce qui donnera u' =f'(x) etv =x.

. b b b I L . o
On peut donc écrire que fa (uv)’ =fa uv'dx +fa u'v dx l'intégrale recherchée étant I'une de ces 2 intégrales.

. b
En supposant qu'on ne sache pas calculer f;’f(x) dx = f; uv'dx mais qu'on sache calculer fa u'vdx = A.
On peut écrire que fab(uv)’ =f: f(x)dx +f; u'v dx et comme uv est la primitive de (uv)' on a

b
fa f(x)dx = [uv]g — A ce qui permet d'évaluer l'intégrale cherchée.

T
Si f(x) est un produit de fonctions usuelles comme dans I = foz X cos x dx, on peut choisir soit

U=XetV =COS X, soitU =COS X etV’ =X . En général, ce choix n’est pas indifférent.

e Mais on doit connaitre la primitive de U’V . Ou I'on doit savoir exprimer | u’vdX en fonction de I (par
exemple sous la forme AI) . Sice n’est pas le cas, inutile d’aller plus loin. A moins qu’une nouvelle intégration
par parties, cette fois sur Iu’vdx finisse par déboucher.

i
Exemple : calculer I = foz X coS X dXx .0On ne connait pas la primitive de XCOSX.

On essaie une intégration par parties : on pose U=X , V'=COSX donc on évalue U'=1et V = SinX .
On connait la primitive de U’V = Sin X , donc applique la formule i.p.p :

[xsinx] =] sinx dx + [x cosxdx = I=[xsinx]—]sinxdx = [xsinx] —[=cosx]
T T
[xsinx]? =Zsin=—0== et [cosx]2=—cos=+cos0=+1 donc
- 0 2 2 2 0 2
I

2



Expressions rationnelles

Cas particuliers

P est un polyndbme de R[X] et P’ sa dérivée

L p'lll.t' d : t In |P Exempl f =1 2+ 5| =1 2+5
e La primiuve de es xemple : nj|x+ nx +
P | | 245 | | ( )

c | f 3x2+42 1 1
xemple: | —4——— = ——.—//———=
1 : (x34+2x)% 3 (x3+2x)3

La orimitive d pr 1
e Laprimtivede —est ——.
p pn n—-1 PTL—

e Les fonctions contenant des exponentielles (eax) se ramenent au cas général par le changement de
variable

1
t = e® dou on tire dt = at.dX et par conséquent dx = Edt ce qui nous fait souvent déboucher sur
l'intégration d’'une fraction rationnelle une fois le changement de variable opéré.

1
Exemple : f *i1 ft(t+1) = f(z — t+1)dt = f dt — f—dt = In 1_+t =

ex

lnex+1 =x—In(e*+1)
_ tdt
= f(1+t2)n

Si n=1 - J = ZIn(1+)

du

5 _du _ 1 _ 1
Si n >1 on pose U =1+t* d'ou dt=—- et Jn fzun = AT oAy

dx
(ax2+bx+c)™

Les intégrales de type JN = f avec polynéme non factorisable dans R se ramenent a

dt
kf (1+t2H)™

Apres avoir considéré ax?+bx comme le début de a(x+%)2 On obtient a(x+%)2 +C , on divise par C, on fait
rentrer a/C dans la parenthése et on fait le changement de variable parenthése =t.

Sin=1J1=f%—»Jl=Arctan(t)

Si n > 1 on procéde par récurrence

En intégrant par partie u = etv' =1 on obtient

1+t2
t2 _ A1+t2-1 _ 1 1

(1+t2)2 ~ S(4e2)2 T C14e2 +_2(1+t2)2
On a donc
1+t2] = [uv' +fu'v=J1-2J1-2J2 dou on tire J2 en fonction de J1 ( Arc tan (t))

De proche en proche on peut calculer J3, J4 etc ..

uvs= -2




Décomposition unique d'une expression rationnelle en éléments simples

Pex) = E(X) + une suite dont les éléments sont de la forme 4 ou —2X£ oy
Q(x) (x—a)n (D2

Les (x-a)" etles d2(x)™ sont les polynémes irréductibles (sans autre diviseur qu'eux méme) qui divisent Q(X).
E(x) est le quotient entier de la division euclidienne de P(x) par Q(x) (1° reste de degré plus petit que Q(X)).
E(x)=0 si le degré du dénominateur est plus grand que celui du numérateur.
E(X) = un réel K si numérateur et dénominateur sont de méme degré.
E(x) est un polynéme de degré d si degré du numérateur — degré du dénominateur = d.
A,B,C sont des réels
D2(x) un polyndme de degré 2 a déterminant A négatif (pas de racine réelle mais 2 racines complexes)

Dans (x -a)", a est une racine réelle de Q(x) dont n est I'ordre de multiplicité.
Ap
(x—a)?P

Idem pour (D2(x))". On retrouve n termes de dénominateur (D2(x))P ou p varie de 1 a n.
Ce que traduit I'égalité suivante ol E(x) = 1 car le numérateur et le dénominateur développé ont x® pour terme
de plus haut degré :

X8 4+8X+3 -t a ., b L€ N d V] eX +f +gX+h
(X—1)3(X—2)(X2+1)2— xX-1)p X-1r2 Xx-1 X—=2 (}{2+1)2 X241

Au dénominateur, X -~ 1 est a la puissance 3,

En outre si n est plus grand que 1 on va trouver n éléments de la forme ou p varieradenal.

donc la décomposition en éléments simples Comme X =2 est & la puissance 1, X?*+1 est a la puissance 2,
i e contient trois tcrrf-cs un seul terme. done deux termes.
E 1 1 1 2 " 2X -3
xemple — — 1
(Xx—1)2(x2+4) S5(X—-1P 25(X-1) 25(x2+4)

Démonstration

e Forme de la décomposition en éléments simples : La partie entiére est nulle, donc pour certains

SRR 1 i B b cX +d
S : (X—-1)2(X2+4) (X-12 X-1 X2+4’
1
e Calcul de a : On multiplie % par (X —1)* puis on évalueen1: a= Y
e Calcul de c etd : Le polyndme X2 + 4 admet 2i et —2i pour racines. On multiplie % par X? + 4 puis on
1 —3 +4i ; 3 oo g
évalueen2i: 2ic+d =— . - = 41. Or c et d sont des REELS, donc par identification
(2i—1)*> -—-3—4i 25
TN, T o 2 3
des parties réelles et imaginaires : =— e d=——.
25 25

e Calcul de b : On multiplie % par X puis on passe & la limite en +00 : 0= b+¢, ce qui donne

finalement: b=—¢=—=—,
nalemen —C 25

2x+3 A B C

(x+3)3  (x+3)3 * (x+3)2 x+3

Je multiplie par (x+3)% et je faisx=-3 - -3 =A

Je multiplie par x+3 et fais tendre x vers o - 0=C .
J'élimine le 3¢ terme

Je multiplie par (x+3)? et je fais tendre x vers o — 2 = B

Autre exemple

Aprés on intégre facilement les éléments simples.



Intégrales trigonométriques

Exprimer cos(x), sin(x), tan(x) en fonction de t = tan(g)

On part de
Sin (x) =sin@; +3) = 2 sinG)cos;)
Cos(x) = cos (; +3) = cos? () —sin’ ()

i 2sin)cosG . 2t
Tan(x) = 320 SINQITD et quand on divise num et den par cos?(%) on trouve tan(Xx) =
cos(x) cos? (3) - sin? (3) 2 1—t2
Et on utilise aussi
2
2y _Sin® _ 1-cos? 1 27N _ 1 ) - 1. 2 - tan”(x)
Tan*(x) =—— = ———=——-1 ou COS*(X) = oo et SN (x) = 1-cos“(x) Tl
2% _ 1 2y _ t?
Ou cos (2) =3 et sin (2) =
Qu'on va utiliser ci-apres :
- . X x .x X\ o~ - x 2t
On part de 2 sin(3)cos(3) on pose sin(;) = t. cos(;) d'ol sin(x)= 2t.cos() = =
. . 1-t?
On part de = cos? (3) - sin” (3) et on remplace par les valeurs en fonction de t = —
Applications
m généralement on remplace cos(x), sin(x), tan(x) par leur valeur en fonction de t :tan(g) et dx par 12:1; on

obtient une fraction et on sait intégrer

1
n f dx avec n pair on écrit n = 2p et comme cos?(x) = l'intégrale devient [(1 + tan?(x))” dx

cos™(x)
Ensuite on pose tan(x) =t ou x= arctan(t) on dérive dx= % ce qui revient a intégrer [(1 +t*)P~1dt

On développe et on intégre le polyndme..
On procéde identiquement si on a des sinus au lieu de cosinus.

1+tan?(x)

2dt
1+t2

1
[ f dx avec nimpair on écritn = 2p+1 . Cette fois on pose t = tan(g) et dx= on obtient un truc

cos™(x)

qui ressemble &

1 (1+t2)%P
-5 |

25 ) ~zpri facile aintégrer

m Sion a un truc de la forme [ cos™ ou [ sin™ ou [ sin™cos? on emploie Euler et aprés développement on
regroupe les termes qui forment des sinus et des cosinus.
Pour retrouver Euler on s'appuie sur e*=cos(x)+isin(x) d'ou e™ =cos(x)-isin(x)

m si on a des trucs de la forme [ sin px cos gx ou [sin pxsingx ou [cos px cosgx on utilise
esinacosb= % [ sin (a+b) + sin (a—b)]

esinasinb= % [ cos (a—b) — cos (a+b)]

ecosacosb= % [ cos (at+b) + cos (a—b)]



On a a intégrer | f(cos x, sin X) dx , fétant un polynéme ou une fraction rationnelle

Méthode générale :

Sion poset =tan(x / 2) on peut écrire

2t 1-t2 2t 2dt

Cos x = Tan x = et de x=2Arc tan t +2k1T on déduit dx =
+t2 1+t2 1-t?2 1+t2

Sin x =

Dés lors, f est transformée en une fraction rationnelle en t et notre étude rejoint la précédente.

o Si f(X)dx=f(=x)d(—=X) (fimpaire) on poserau =cosx — x=Arccosu—dx=(-1/ V1 — u?)du
o Si f(x)dx = f(1r — x)d(TT — X) , on posera u = sin x —x=Arcsinu—dx=(1/V1—u?)du
e Si f(x)dx = f(1r + x) d(7T + X) on posera u = tan x —x=Arctanu — dx = (1/ (1+u?)du

Attention : Il faut que ces fonctions soient bijectives sur les intervalles d’'intégration pour que les fonctions
réciproques soient définies.

Primitives de | sin px cos gx [sin px singx Jcos px cos gxXEME e
Ona

1

e sin acosb= E [ sin (a+b) + sin (a—b)]
1

e sin asinb = E [ cos (a—b) — cos (a+b)]

1
e cos acosbh= E [ cos (a+b) + cos (a—b)]
A partir de 13, on sait faire.

Primitives de laforme ] cosP x sin9x ouJcosPx ou |sin? xR Rt i e

eix+e—ix eix_e—ix
On utilise les formules d’Euler cos x = T et sinx = T
On développe COS P X et (ou) SIN % X, on regroupe les termes qui ont des exposants opposés et on obtient

pour chaque développement une somme de termes de la forme 2. @k COS kX ou 2. bk sin kx.
Dés lors, on retombe sur une forme de primitive connue ,

soit | T ax cos kx ,
soit | by sin kx
soit ] ¥ akbk (sin k 'x) (cos kx)

eix+e—ix 1 . . . ) . .
Exemple : cos® x = (————)° =~ (X + 3e'Ze X + 3exg2X 4+ g3K)
1 el3%4ei3x 3 eXye”ix 1 3
=—(———)+-(———)=-cos3x +-cosx.
4 2 4 2 4 4

On sait calculer une primitive de cette expression et si on la multipliait par Sin P X sous la méme forme, le
produit obtenu ne poserait pas plus de probléme puisqu’on sait intégrerj sin pX COSs gXx



Primitives de laforme I, =/ cos "X ou J,= /sin "X B E A g

e Si n est pair , on pose n = 2p puis on pose t = tan(x )
I, = [ (1+t3) P-1dt : un polynéme qu’on développe avant de l'intégrer.

En particulier sip=1: f =tanx

2
cos“ x

Pour calculer J2, on commence par le changement de variable y = /2 — x : sin (1T1/2 —=y) = cos y
Ce qui nous ramene au cas précédent.

e Si n estimpair, on pose n=2p +1
1+t2)2P
t2p+1

Pour J2p+1 On procede au changement de variable t = tan (x / 2) J2p+1—22p f (

Une fraction rationnelle simple a décomposer et a intégrer pour p petit (dénominateur en t ¥).

dt
Par exemple f — = [—=In|t|=In|tan (x2)|

Le calcul de I»p.1 se raméne au précédent en posanty = /2 —x : COS (TT/2 —y) =siny

¥ _ f D %— In |t| = —In |tan (y/2)| = — In |tan (T1/4 — x/2)|

Par exemple f
cos x smy

Primitives de la forme In=/tan"x AN

e Sinestnégatifonposey=m/2-xettan"x =tan "y (on retrouve le cas ou n est positif)
f (1-t)P

(1+t)p+1
On procéde a un autre changement de variable u =1 +t qui nous permet de décomposer facilement
I,,.1 enintégrales simples.

e Si n est positif et impair n=2p +1 on pose t = cos 2X : Ipu=—

e Si n =1 il est plus simple de faire le changement de variable t = cos x

Puisque tan x = ilnx etdt=—sinxdx ona]tan x :—f%:—ln lt| = = In |cos x|
tn

e lorsque n est positif impair ou pair on peut aussi posert=tan x etona I, = f 1+t2dt .

Une fois calculée la partie entiere de la fraction, son reste est facile a intégrer .

Par exemple t° = 1+ t2) t —1. La partie entiére de la fraction estt et on connait la primitive de —

Clest —% In(1+t%).

1+t2



Intégrales de Walis

VA
In= foz sin™ x.dx oU m est un entier naturel

Onpose U = sin™x et V'=sinx — U’ =(m-1)(cos x) (sin™2x) et v = cOS X
1 . -1
Dot Ion deduit : Im = [~ =sin™*x cos x] 0, m2) + mT Ino

m-—1
In=—1Iw2
m

Comme Io = % etI: =1
1x3x5x..x(2p—-1) m

e sim est pair (m=2p)onaly= .
P ( 2 " 2X4x6X...X2D 2

2x4x6X..X2D
3x5x7x..x(2p+1)

e Sim estimpair (m=2p+l)onaly=

Avec :

2X4AX6X.X2p =2P (p!)

Et 3X5X7X..X(2p-1) = 2(; fp)'!)

T i

- . - T
emarquons que . = . C angement e variaple x=—-—1u
R 2 sin™ x.dx 2 cos™ x .dx (ch de variabl >~ u)

On montre, en encadrant les intégrales que Im est une suite décroissante et que lim (Im+1/ Im) =1

Donc— = lim 2P (p)2P (p1)2P () 2P (p!) — i 2*P (pH*

i 2
p—®© 2p)!(2p+1)! p— 0o (Zp)!(2p+1)!_ (2p+1) lim ( I2p+1) et

T
In= |—

2n



Primitives d'expressions avec radicaux

Nos primitives de référence sont
f' \/7 1 Arcsin x -1 Arccos X 1 Arg sh x 1 Arg ch x

2./f V1 — x2 V1 — «2 xZ+1 xZ—1

Avec, silonveut Arg sh x =In [x+Vx2 + 1| et Arg ch x =In |x+Vx%2 — 1| et |x| =
1

e Plus généralement, si k est une constante et u une variable

1 .u -1 u 1 u 1 u
——— |ArcsinT | —— | Arccos 7| —— | Argsh - | —— | Argch —
k2 — u2 ) k|{1=x2 k| VuZz ¥ k2 k| Vuz = k2 (o k
@ avec k >u @ avec u >k

u u
AvecsiI’onveutArgsh;=In|u+\/u2+k2| et Argch;zln |u+\/u2 —k2|

- - - dx
Primitives delaforme
vax2+bx+c

2
e Sia =0 la primitive estz Vbx + ¢

b
e sia # 0 on écrit le polynéme sous laforme a[ (X + E)Z + KZ] soit a [u? = K?] et la solution est triviale.

dx

Primitives de Iaforme
(px+q)Vax?+bx+c
. o 1 dx dt 1—-qt
On se rameéne au cas précédent en posant t = — = ——etx=
px+q px+q t pt
p dt

dt=—p

I\/Atz +Bt+C

2 2\42
Finalement on doit intégrer — \/(aq —bpg+cp)t” +(bp-2aq)t+a

primiives de laform o ACECRIV RS

5 3
—(bx+c¢)?2

e Sia =0 la primitive est

e Sia # 0, on écrit le polyndme sous la forme a [u? + K] ousia<0: |a|[ K2+ u?]
Selon ce qu’il y a sous le radical, on fait les changements de variables suivants qui nous raménent a des
intégrales connues :
2
u
k*(1-=)
° — 0on pose

u LS

K =sint etonacos?tsous le radical — k2[ cos?tdt= 2 [(1+cos 2t) dt
2 u? u k?

ok“(1+ ﬁ) — on pose - = sht eton ach?tsous le radical —k?J ch?t dt =7I (1+ch 2t) dt

u? u k?
o kz(ﬁ — 1) — on pose P cht eton ash?tsous le radical —k?[ sh? t dt= 7] (ch 2t—1) dt



rationnelle.

ax+b b—du? t ad-bc
X e Bl
cx+d cu?—a (cu?-a)?

On prend pour variable u =

Ce qui nous rameéne a l'intégration d’une fraction rationnelle.

Primitives de Iaforme Vax? + bx + c)dx ou f est une fraction rationnelle

On met le polyndme sous le radical sous la forme canonique et selon sa forme :

2
u u
o k2 (1 - ﬁ) — on pose _ = sint et on a cos? t sous le radical
2 u? u , _
ok (1 + ﬁ) — onpose > = sht eton ach®tsous le radical
2 u? u _
ok (ﬁ - 1) — on pose == cht eton ash?tsous le radical

Il nous reste une fraction rationnelle avec des formes trigonométriques ou hyperboliques qu’on devrait savoir
résoudre, au prix d’'un nouveau changement de variable.



Convergence

7 f(x)dx converge si lim I fG)dx existe

b - b . . N .
J, f(x)dx converge si I,EP J, f(x)dx existe (limite a droite)

Il en découle que ...
Si f et g continues sur leurs intervalles d'intégration et que leur intégrale soit convergente alors si A et B sont
des réels, l'intégrale de Af + Bg est convergente sur le méme intervalle d'intégration.

‘ A et B réels, f et g continues, [ et [ g convergent alors [ Af + Bg converge ‘

m Si on connait une primitive F de f, I'étude de la convergence se raméne a un calcul des limites de F
dans I' expression F(b) -F(a) ou a et b sont les limites éventuellement infinies du domaine d'intégration.

J = fo 1+x2 ——dx =[arctan (x)]{® avec arc tan(0)=0 et arc tan(+») — /2 donc ] converge vers 1/2

] = f“"de = [In(1 4+ x)]7 ne converge pas car hm In(l+x) =
J= f In(t)dt —hm[t. In(t) —t]t =-1 —l(l)m(t. In(t) — t) et comme t.In(t) —0 J—-1 converge

Rappel : hmx In(x) =0et 11m ln(x) = 0.

m Utilisation de fonctions majorantes ou minorantes et des équivalents.

Théoréemes de comparaison et des équivalents
| f étant continue et positive on a un probléme pour démontrer la
convergence de f:f au voisinage de b qui peut étre oo.
S'il existe une fonction g > f au voisinage de b
. X b
- m Si fa g est convergente quand x — b alors fa f converge

— | msi fbf diverge alors f;g diverge.
JAC)

_ b b
5@ - Lona: convergence de [, g & convergence de [ f

mSi llm

1/4
On utilise souvent des résultats tels que 11m— =0, ou lim— <=1
0<— (=In())P

Riemann f1 p —dt converge si p >1 diverge si p<=1m fo dt converge si p <1 diverge si p>=1

Riemann 1 : Si f positive fa f(t)dt converge si 3 p>1tel que limtP. f(t) <1 (ou f(t) < t_v)
Riemann 2 : Si f positive folf(t)dt converge si 3 p<1tel que lign tP.f(t) <1 (ou f(t) < tip)
Bertrand [,

1 _ ' o
tannyy CONVergesip >1 et diverge si p<=1.

f(t
Par exemple dans les deux exemples qui suivent on va utiliser lim (&)
o équivalent alrinfinide f

f converge. Il suffit de découper fa f en fa f + fb f en prenant b assez grand pour faire I'amalgame f et son
équivalent.

=1 pour démontrer que

m [7ViZ+ 3t ln(cos(%)).smz(m)dt

On cherche les équivalents a l'infini.
Pour vt? + 3t out /1 +%c'est t.

Pour ln(cos(l)) — développement limité du cos — In(1-i) — développement limité In(1+x) - - #

Pour smz(l (t)) on utilise que sin(x) équivaut a x au voisinage de 0 donc équivalent n (t))z
. o 5 1 2, 1 N _ 1 .
Au total au voisinage de l'infini fa Vt? + 3t.ln(cos(t)). sin (- (t))d fa seanoy o Bertrand nous dit que ¢a

converge puisque p=2.
. Pourf t5+3t+2

e~tdt on aléquivalent a I'infini t? e et on sait que la limite est 0 — ¢a converge



Fonctions oscillantes

m f absolument convergente si [ |f(t)|dt converge.

oA . m Si f absolument convergente alors f est convergente

SO A A a0 pl wSifpositive décroissante et lim f =0 si g continue et J. g bornée

"B R B B B B B alors [ f(t). g(t) dt converge (Théoréme d'Abel)

| | | \'J o \/ W .
'I | Wy vV ¥ ° mSi1<n<p et LY

o ¥ pre est bornée sur l'intervalle d'intégration

alors f:’% dt est absolument convergente (moins utile)
Dirichlet [;"*28 dt =2

J:f1°° S”tlz(t) [f | est majorée parti2 dont l'intégrale (de Riemann) converge. Donc J absolument convergente.
Quand on étudie I'absolue convergence sur [a,+oo[ on peut essayer de majorer ou minorer par exemple
Un =D £y cos ()| dt. Un < Max f(t) [ (127 cos(t)] dt. L'intégrale étant constante sur ces intervalles

n2am nam
du fait de la périodicité du cos. Si la suite Un est croissante et non bornée l'intégrale est divergente.

Plan d'étude

Si on sait calculer une primitive F de f on étudie la convergence de F(b) — F(a)

Sinon on identifie les points incertains (oo, 0, 1 ou autres)

On scinde l'intégrale de I'étude en une intégrale convergente + une autre dont on étudie la limite

Par exemple faoof = f;f +lim f;f(t)dt. On fait la méme chose pour chaque point incertain.

On se raméne autant que possible a des bornes positives au besoin en faisant le changement de variable t — -t

Si la fonction est de signe constant soit on raisonne sur les équivalents autour du point incertain, soit on
utilise le théoréme de comparaison avec une fonction majorante a intégrale convergente.
a Si la fonction oscille on essaie de démontrer qu'elle est absolument convergente. Ou on utilise le théoreme

d'Abel en décomposant f en 2 fonctions dont l'une est positive et décroit vers 0 quand x — o et l'intégrale de
l'autre est bornée sur [a,x].

En somme on doit faire les tests suivants

m Peut-on calculer la primitive ?

m si borne infinie, la fonction est-elle le produit d'une fonction qui — 0 par une fonction bornée ?

m En remplagant les composants de f(x) par leur équivalent aux points limites est-ce que ¢a converge/diverge ?
m Peut-on trouver une fonction majorante qui converge ? Ou une fonction minorante qui diverge ?

m Si f(t) est positive et faoof(t)dt existe -t-il un nombre p >1 tel que lio{)n tPf(t)=07?

m Par un changement de variable peut-on ramener f & une comparaison avec Riemann, ou Bertrand ?

m L'intégrale est-elle absolument convergente ?

m Sinon une intégration par partie débouche-t-elle sur I'une des solutions précédentes ?

On note tout l'intérét de connaitre les limites impliqguant les fonctions usuelles (sin , exp, In) et les
développements limités les plus utiles.




