Equations différentielles

Une équation différentielle d’ordre n est une équation qui associe

@ une fonction inconnue y= f(x), et certaines de ses dérivées jusqu’a l'ordre n (y, y', y”, ...y™),
@ des fonctions arbitraires de x (ou des constantes) connues .

C’est 'ordre maximum de la dérivée de y dans I'équation différentielle qui détermine son ordre.

Equations différentielles du premier ordre :

Type 1.1 : éguations a variables séparables

Si aprés avoir écrit y’ = dy / dx on parvient a une équation de type f(x)dx = g(y).dy, les variables étant
nettement séparées, il suffit d’'intégrer les deux membres, en faisant apparaitre la constante d’intégration (C)
et on obtient une nouvelle équation de type F(x) = G(y) + C qui dans certains cas permet d’exprimer y en
fonction de x . La famille de fonctions y ainsi obtenue peut ensuite étre soumise au filtre des « conditions
initiales » pour préciser la fonction recherchée.

x +yy’ =0 dou, on tire xdx = - ydy (les variables sont bien séparées) .
2 2
On intégre les deux membres : x? = —y? +Cdou x2+y2=2C

Si 2C est positif, on le pose égal a R? et on retrouve I'’équation d’un cercle centré en O de rayon R.
R peut étre déterminé grace aux conditions initiales.

y'—2 = 0 d'ot on tire 1 = 2 (variables séparées)
On integre et on obtient —In (1-y) = In(1+x) +C et en posant C=In k — ﬁ =k(1+x)

x+a
y=—— OU a peut étre déterminé grace aux conditions initiales.

Type 1.2 : Equations homogenes.

C’est une équation différentielle qu’on peut mettre sous la forme y’ = f(y/x) , y et x ne se retrouvant dans
I'équation qu’au sein d’'une fraction de ce type.

Sionposet= X notre équation devient y’ = f(t) et on a par ailleurs dy = xdt + t dx

Onentlre——x +t Ona donc——y—f(t) x—+t
dt
f-t

Et on peut a ce stade séparer les variables : = 7 ce qui nous renvoie au Type 1.

Exemple 1

(x>+y?)dx—xydy=0 qui donne en divisant tout par y> — (— + Ddx — —dy =0—>—== ( i 1) Type 2
Enposantt:;—> d——f(t)—ﬂ - f(t)—t—— - ——tdtTypel
En intégrant : In kx = % = 2— (la constante d’intégration est dans le logarithme) — on en déduit y.

Exemple 2

- ay _y y? o ; ; va dx
xdy —ydx = dx./x? + y? — =571 /1+; eta|n3|deswte...JusquaT—

Type 1

Vi+t2




Type 1.3 : Equations linéaires sans second membre.

Une équation différentielle du 1°" ordre est dite linéaire si elle est de la forme y’ + y.a(x) = b(x)
Elle est dite sans second membre sib(x) =0. Soity’ +y.a(x)=0.

A partir de I, on obtient dy—y = —a(x).dx Type 1 (variables séparées) et on peut opérer.

On obtient une solution de type y = K e*® avec A primitive de a
Remarque : y’ f(x) + y g(x) = 0 se raméne au cas précédent en divisant I'équation par f(x) .

y+2xy =0 — Y~ _xdx —en posant C = In k on obtient ln% =—x? - y=Kk e’

Type 1.4 : Equations linéaires avec second membre

y’ +y.a(x) = b(x)

On utilise la méthode de variation des constantes (Lagrange)

1) On résout I'équation sans second membre y’ + y.a(x) = 0 et on trouve y = K g™A®

2) on dit que y est solution de I'équation avec second membre a condition que K soit considérée non pas
comme une constante mais comme une fonction de x.

3) On dérive y (avec K fonction de x ) on trouve — y’ = K'(e™¥) — Ka(x) ¥

4) On reporte cette valeur de y’ dans I'équation initiale, ce qui nous permet de calculer K’ puis K

K'(e™®) — Ka(x) e® + (K e”®) a(x) = b(x) > K(e”®) =b(x) — K’ =b(x)(e ™) Type 1 — K

5) En remplagant K par sa valeur dans y = K e”®), on a la solution cherchée.

Remarque : y’ f(x) + y g(x) = h(x) se raméne au cas précédent en divisant 'équation par f(x)

y'‘cos x +ysinx =1
d
1) sans second membre : Ty = —

sinx

——dx —Iny/k=1Incosx —y =k cos X (KeA®W= K glincosx) )

2) on dérive y avec k fonctionde x  y’ =k’ cos x —k sin x

3) on reporte les valeurs de y et y’ dans I'équation initiale : k'cos? x — k cos x sin x + k sin x cos x = 1
Onen déduitque k' cos?x=1—k'=1/cos?x > k=tanx +C

4) On reporte la valeur de k dansy =k cos x —y =sin x + C cos x (solution cherchée)

y —y/x =x?

1) sans second membredy /y=dx/x —y =k x

3) dérivons avec k fonction de x >y ‘= k’x + k

4) reportons y et y’ dans I'équation initiale kKx + k -k =x2—  kK'=x —k=x2/2+C
5) remplacons k par sa valeur dansy =kx — y=x3/2 + Cx

Type 1.5 : Cas particulier = coefficients et second membre constants

y’+ay =b (avec a et b constantes)
On sépare facilement les variables et on résout .

i =dx Typel— XZ—%lnb_kay%b—ay:ke—aX —>y:b k

- _ _ paX
a a

b—-ay -

dy
4y+2

dx dou ln% =4x etenfin—>y= Ce“x—%



Equations différentielles du second ordre incompletes

Type 2.1 : la fonction n’apparait que par ses dérivées

On se trouve confronté a la forme générale y”’ =f(x,y’) et en posanty’ =z notre équation devient
Z’ = f(x,z) ce qui nous raméne au premier ordre.
On peut donc déterminer z et y est 'une de ses primitives.

”o— 12 = y y z . . - 7 dz — d_x
2y J1+y'2 on pose z =y’ etI'équation devient 2z’ = V1 + z2 (1* ordre) — ==
on en déduit arg sh z = xz;k ou x_zx" et donc z = sh x—2x0= y

X—Xo
2

on intégre y’ pour trouvery —yo =2 ch (Xo et yo sont liés aux constantes d’intégration)

Type 2.2 : seule la dérivée seconde apparait

| La forme générale est donc y” = a(x). Il suffit d’intégrer deux fois a(x) pour trouver y|

chute des corps (y est une fonction du temps t )
L’accélération du mouvement est constante : y” =g (équation initiale)
Premiére intégrationy ‘ = gt + Vo (y’ est la vitesse au temps t et Vy la vitesse au tempst=0)

Deuxiéme intégration : y = % gt? + Vot + Yo (Yo est I'abscisse du corps en chute au temps t = 0)

Type 2.3 : La variable x n’apparait

La forme générale est f(y, y’, y”’) = 0.
1) on pose p =y’ et on considére p comme une fonction de y

d dpd a ) 2 . . g . d . N
Ona y”’= d_p =222 _ pﬁ, I'équation initiale devient f(y, p, pﬁ) ce qui nous ramene au 1° ordre ,

x dy dx
p étant la fonction et y la variable. On peut donc trouver p en fonction de y

2) dans I'’équation initiale on a donc y’ en fonction de y et y © étant évaluée comme i

2 on peut dire qu’il
dy dx

s’agit du produit d’'une fonction de y (dp / dy) par y’ (dy / dx).

En somme notre équation initiale devient f(y , y’) = 0 et on retombe sur le 1¢" ordre.

3) Assez communément y ’ n’intervient que par son carré y 2. Dans ce cas, on a intérét a poser

g = y’?ce qui donne Z—z =2y'y"'=2 %y" soit y”%% avant de procéder comme précédemment .

4) Quand I'équation estde laformey “+ay ‘+ by =0, (a et b constantes) il existe une technique de
résolution plus simple qui sera exposée plus loin.

y’=e¥avecy(0)=y’(0)=0
Posonsy’?=q,ona y”=%3—; . Notre équation devient %Z—z = e¥ soit dg = 2e? dy

Et donc on a g en fonction de y — q = €% + K (K = —1 d’aprés les conditions initiales)

-y
y' =+ve2 —1 (ordre 1) On sépare les variables, dx= + \/efi'_l =+ \/i—et?zly
on fait le changement de variable t = e? et on trouve finalement y = —In cos x.

On trouverait le méme résultat a partirdep =y’




Equations différentielles linéaires du second ordre

Type 2.4 : a coefficients constants, mais sans second membre .

ay’+by +cy=0.

@® Sia=0etb# 0 nous retrouvons le 1* ordre. La solution est y =ke™ avecr=-c/b

@ Si a # 0 nous allons chercher une solution de type y = Ke™ avec r complexe.

Nous avons y = Ke™ ,y’ =rKe™ ety” =r? Ke™ donc I'équation devient Ke™ (ar? +br +c) =0

D’ol nous déduisons que ar? +br +c =0 — r racine du polynéme caractéristique aX?+bX +c

Si le polyndme admet deux racines distinctes réelles ry et r»

Les solutions sont de la forme y = kie'™* + k.e"** (ou ki et k. sont des nombres complexes)
Si le polynbme admet une racines double réelle r

Les solutions sont de la forme y = e (mx + p) (ou m et p sont des hombres complexes)

Les solutions sont de la forme y = kie™ + k,e"* (ou ki et k2 sont des nombres complexes)
Vaac—b?

Dans ce dernier cas, en posant a = —2% etp = si on choisit ki et k, conjugués et qu’on pose
c1=ki+ ko , c2=i(kis —k2). Les nombres ¢ et ¢, sont réels et on débouche sur

y=e**(cicos Bx +czsin Bx) qu’on peut écrire sous la forme y = M e* sin (Bx — )

Avec M?=ci?+¢c?, siny=c;/M et cosy=c:/M

Exemple 1:
2 racines réelles —kie™* + kpe

y" =9y +4y =0
a=1 b=-5c=4— équation caractéristique X? —5X + 4 — 2racinesri=1etr, =4
Solutions de type K; e + Koe®

y”+2y7 +1
a=1, b=2,c=1— équation caractéristique X2 +2X + 1 — 1 racines double r=-1
Solutions de type e—* (mx + p)

2 racines complexes — y = e**(cicos Bx +czsin Bx)
y” +y = 0 (équation du pendule)
a=1,b=0,c=1polyndbme caractéristique X2 + 1 = 0 — solutions complexes r; =ietr, =—i
o = 0 (Partie réelle des racines) et B = 1 (Partie imaginaire) solutions de type y = c1 COS X + C2Sin X

YL IRV GIIEILE (pour les esthétes)

On peut associer toute équation différentielle linéaire a coefficients constants et sans second membre a un
systeme différentiel d’ordre 1.

Et ce systéme différentiel est associé a une matrice de rang 2 .

Par exemple on associe y” + ay’ + by = 0 a un systéme différentiel d’ordre 1 qui s’écrit

y' 0 1\(Y

()= ZD6)
On démontre que I'ensemble des solutions de ce type d’équation est dans chaque cas un espace vectoriel de
dimension 2 sur un corps Q .
Il suffit donc de trouver 2 solutions linéairement indépendantes et elles forment une base de cet espace
vectoriel. (On peut dissocierlescasouQ=RetQ=C)
Le polyndme caractéristique de la matrice s’écrit X2 +aX + b et il admet pour racines les valeurs propres
associées a I'application linéaire.
On discute ensuite I'existence et la nature de solutions indépendantes selon I'existence et la nature de valeurs
propres :
2 valeurs propres réelles — e** et e’ ou encore e**chpx et e”*shpx (A=a+B, A2=a-B)
une valeur propre double —e™ et x e
2 valeurs propres complexes conjuguées —e**cos Bx et e*sin Bx (Ai=a+iB, A2=0-i3)

racine double — y = e™ (mx + p)




Type 2.5 : Equations linéaires a coefficients constants avec second membre

ay” + by +cy=f(x) (1)

ay’+by +cy=0 (2)

@ On obtient les solutions de (1) en ajoutant a z la solution générale de (2) une solution particuliére w
de (1). Eneffet,siy=z+wonay =z +wety’=z"+w”.

Si w est une solution particuliere de (1), on a bien aw” + bw’ + cw = f(x) et donc

a(y’-z” )+ b(y-z' )+ c(y-z) = f(x) mais comme az” + bz’ + cz = 0 (z étant une solution particuliere de (2)) il
vient que ay” + by’ + cy = f(x) et y est bien une solution de (1) . On démontrerait de la méme fagon que si y est
une solution de (1) et z une solution de (2) , alors w =y — z est une solution de (1).

@ on se cantonne au cas ou le second membre, f(x) = Q(x) e™, Q étant un polyndme et m un nombre
complexe . Ce cas englobe les cas suivants :

— f(x) = constante — f(x) = exponentielle — f(x) = polynGbme

— f(x) = sinus ou cosinus (formule d’Euler) — f(x) = produit d’'un sinus (ou cosinus) par polynédme

@ |l existe une solution w de type e™R(x) ou R est un polynéme

w = e™R(x) il ressort que w’ = e™( mR(x) + R'(x)) etw” = e™( m?R(x) + 2mR’(x)+ R”(x))

(1) donne e™[aR” + (2am+b)R’ + (am?+bm+c)R ] = Q(x) e™

Posons aX?+bX+c = P(X) — On a 2aX+b = P’(X) qui s’annule pour X = —b/2a et il reste

aR”+P'(m)R" + P(mR =Q d'ou on déduit que

Sim n’est pas racine de P — d°(R) = d°(Q)

Sim est racine simple de P — d°(R) = d°(Q)+1 d%ﬂ)z d°(Q) + multiplicité de m en racine de P

Sim est racine double de P — d°(R) = d°(Q) +2.

Une fois le degré de R connu, on obtient ses coefficients par identification.

Une fois connue W , on l'ajoute a une solution de I'équation sans second membre

On cherche les solutions de I'équation sans second membre.

On trouve un truc du genre ki eP* +k.e% ou eP* (mx + p) ou eP* (k1 cos B x + k2 sin B x)

On identifie m sans probléme si le second membre est de la forme d’'un polynéme Q(x) (m = 0) ou par
exemple de la forme e (Qx) : m = 2 . Mais si le second membre est par exemple sin x , on I'écrit

elX _p—ix

Y et on considérera que notre solution particuliére sera la somme d’une solution avec second membre
égal a e™/2i et d’'une solution avec second membre égal a — e-*/2i (m =i puis —i) .

Une fois identifi€ m, on a le degré du polyndme R qui est au moins égal au degré de Q le polynéme du
second membre. On écrit par exemple R = AX2 + BX + C et S = e™.R(x) la solution particuliere recherchée.
On cherche S’ et S” et on reporte S, S’ et S” dans I'équation initiale aS” + bS’ + ¢S = e™Q(X)

le premier membre s’écrit e™Q(A, B, C, x) . On identifie les coefficients A, B, C de R en égalant le polyndme
Q(A, B,C ,x) et le polynbme Q(Xx).

Mais attention : supposons que les solution de I'équation sans second membre soient par exemple

ki+ k2% et que la solution particuliére recherchée soit de la forme e (Ax? + Bx + C).

N’oublions pas que par la suite, il nous faudra ajouter la solution sans second membre et la solution
particuliere pour trouver la solution finale. Or, il arrive que la forme générale de la solution sans second
membre englobe une partie de la solution particuliere et nous devons éviter les redondances.

Par exemple, ici, nous n'avons pas a chercher le coefficient C car C e figure déja dans k.e?* . Posons C=0.
De la méme facon, si la solution recherché est de la forme Ax? + Bx + C nous n’avons pas a chercher C car C
figure déja dans la solution sans second membre sous la forme ki . (C = 0)

Si la solution sans second membre était du type e (mx + p) et la solution particuliére recherchée du type e*
(Ax? + Bx + C) c’est le calcul de B et C qui serait superflu car e*Bx figure dans e mx et e?C figure déja ans
e>p(B=0etC=0).

B) Enfin ajoutons la solution sans second membre et la solution particuliére e™.R(x) pour donner la solution
générale recherchée.




Type 2.6: Equations linéaires a coefficients non constants sans second membre

Cette fois, les coefficients a, b, ¢ sont des fonctions de x.
a(x)y” + b(x)y’ + c(x)y =f(x) (1) avec second membre
a(x)y” + b(x)y’ + c(x)y =0 (2) sans second membre

Comme dans le cas ou a, b, ¢ sont des constantes, 'ensemble des solutions de I'’équation sans second
membre forme un espace vectoriel de dimension 2.

Il nous faut donc trouver 2 solutions linéairement indépendantes pour en avoir une base.

Supposons qu’on connaisse une solution de (2) : s

Soit z une fonction inconnue de x

Posons y = zs et cherchons sous quelles conditions, y peut étre une solution de (2).

En dérivant 2 fois y et en intégrant les valeurs obtenues a (2), on obtient :

(as)z” + (2as’ +bs)z' + (as”+bs’+cs)z=0

Le terme en z étant nul puisque s est solution de (2), il reste

(as)z” + (2as’ +bs)z’ =0 (3)ou a, b, s et s’ sont des fonctions connues et z le fonction inconnue.

Or, on a vu que par un changement de variable de type w = Z', on se trouvait en présence d’une équation
différentielle du 1°" ordre a variables séparables.

Donc si on peut résoudre (3) et trouver la valeur de z (ce qui est généralement possible) ,

y = zs est bien solution de (2).

Soit z et zs sont indépendantes, soit zs est formée d’une combinaison linéaire de s et d’'une autre fonction qui
constitue le 2° vecteur de la base.

y’tan(x) + y'(tan? x —2) + 2ycotan x =0 avec x e [0, /2] sachant que s = sin x est solution
On cherche z telle que y = zs soit solution et on trouve z = ky sin X + k.
y = K1 sin? x + kzsinx est donc solution et { sinx ; sin x } .constitue une base de I'ensemble des solutions.

Résolution a I’aide des séries entieres

Supposons que s soit développable sous la forme

Szagt+tarx+..ta,x"+...

Alors, on peut dériver s pour obtenir les séries s’ et s”

S’ =a; + 2ax + .... + nanx"+ ...

S§”=2a+...... + n(n-1)ax"2+...

Dans les cas fréquents ou les coefficients de I'équation différentielle sans second membre sont des
polynédmes, on va trouver en reportant chaque série dans I'équation, une série dont tous les termes, donc
tous les coefficients doivent étre nuls, ce qui va nous donner une relation de récurrence sur la suite a; qui
quelquefois, permet de trouver le terme général de S et donc d’identifier S . (Aprés discussion sur le rayon de
convergence) .

Connaissant une solution, on utilise la méthode précédente pour en trouver une seconde .

4xy” + 2y’ —y =0
Onsupposey =ap +ai x +...+a X" + .... On dérive 2 fois, on reporte dans I'équation .
On suppose nuls tous les termes, notamment le terme en x" (égalité a 0 indépendante de x).

La récurrence (2n+2)(2n+1)an+1 = an conditionne cette nullité. On en déduit que a, = (;2),

Si x >0 on pose x = t? et la série de terme général t*"/(2n)! estcht — S =a0 chx

Si x <0 on pose x = - t? et la série de terme général (-1)"t>"/(2n)! estcost — S = a0 cos v/—x
Dans chaque cas, on peut rechercher la seconde solution par la méthode précédente

Par exemple si on pose y = z ch v/xon trouve z = 2k th vx+ k; et finalement

y =ki sh v/x + k2 ch +/xqui visiblement est la solution générale quand x est positif .




Type 2.7: Equations linéaires avec second membre

Revenons a
a(x)y” + b(x)y’ + c¢(x)y = f(x) (1) avec second membre
a(x)y” + b(x)y’ + c(x)y =0 (2) sans second membre

Supposons qu’on connaisse 2 solutions indépendantes S; et S, de I'équation sans second membre.
Alors, la méthode de variation des constantes fonctionne ety = uS; + vS; (ou u et v sont des fonctions
inconnues de x vérifiant certaines conditions) est une solution de (1).

Quelles sont les conditions que doivent vérifier u et v ?

On doit avoir

Yy = u'sitv’s; + us’1+vs’;

Pour pouvoir résoudre notre probléme, il nous faut imposer une condition supplémentaire :
u’'s;+v’s; =0 (3)

Alors y” = u’s’1+Vv’s’; + u”s1+v’s; et en reportant ces résultats dans (1) :

a(x)(u's’1+v’s’y) = f(x)

On obtient le systéme suivant :

u’s’1+v’s’; = f(x)/a(x)

u’s1+v’s, =0 }

il s’agit d’'un systéme classique, permettant de trouver directement les valeurs de u’ et v’

On les intégre pour trouver u et v (avec la constante d’intégration)

Et on dit que toutes les solutions sont de la forme y = uS; + vS,.

On peut appliquer cette méthode dans le cas ou I'équation (1) est a coefficients constants, mais dans le cas
ou le second membre est de la forme e™Q(x) avec Q polyndme, la méthode étudiée plus haut est en général
plus simple.

y’—y = 1/ch®x

y”’—y = 0 admet sh x et ch x comme solutions linéairement indépendantes.
On cherche une solution de type y = u ch x + v sh x

Le systéme a résoudre est donc :

uUchx+vshx=0

u’ sh x + Vv’ ch x = 1/ch® x

!_—th y 1 _ 1 _
=—5, 0 Vo5 T Uus——+k , v=thx+k

" 2chx




